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ABSTRACT 

We can find the g~neral inverse of matrices if they are square matrices with non zero 
determinant. ln this paper, the writer presents a sufficient condition for the matri­
ces which are not square but have an inverse, the case in matrices with full row or 
column rank. 
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A. Pendahuluan 

Sejak di bangku Sl'I..A, siswa sudah 
dikenalkan dengan invers dari matriks 
berukuran 2x2 (matriks persegi) . 
Suatu matriks A mempunyai invers · · 
hila terdapat matriks B sehingga 
AB=BA= I dengan I matriks identitas . 

. Matriks B disebut invers matriks A 
dan ditulisA1. 

Misal diberikan matriks A = [: ~] , 
maka invers dari matriks A tersebut 
adalah 

1 [ d - b] 
A 1 = det(A) _ c a dengan det 

(A) =ad- be 1 0. 
Selanjutnyajuga dikembangkan invers 
dari matriks persegi lain ,seperti 
matriks berukuran 3x3 a tau lebih, yang 
dapat diselesaikan dengan pertolongan 
matriks adjoin dan eliminasi Gauss. 
Matriks-matriks persegi yang mem­
punyai invers adalah matriks-matriks 
taksingular, yaitu matriks dengan 

determinan tidak sama dengan 0. 
Timbul permasalahan, bagaimana 

menentukan invers dari matriks yang 
bukan persegi. 
Dalam tulisan ini, A mxn menyatakan 
matriks dengan unsur-unsurnya 
bilangan real dan berukuran mxn. 

B. Dekomposisi Nilai Singular 
MatriksA 

Yang disebut dengan bentuk echelon 
baris tereduksi (the reduced row echelon 
form) adalah serangkaian proses: 
1. Baris nol,jika ada, merupakan baris 

terakhir .dari suatu matriks 
2. Elemen taknol pertama dalam 

baris taknol adalah 1 dan disebut 
leading 1 

3. Setiap kolom yang memuat leading 
1, disebut kolom leading, adalah 
suatu vektor unit, e; , untuk suatu I 

4. Leading 1 dalam baris p terletak 
bagian kiri dari leading 1 dalam 
baris ke q, untuk p<q. 

Definisi tersebut analog untuk 
serangkaian proses pada kolom dan 
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disebut bentuk echelon kolom te­
reduksi. 
Adapun, perubahan baris-baris berikut 
ini pada matriksA disebut operasi baris 
elementer yang terdiri dari : 
Tipe 1 Menukarkan tempat baris ke­

i dan baris ke-j, ditulis H (A) 
lJ 

Tipe 2 Mengalikan baris ke-i dengan 
skalar A.;tO, ditulis Hi Cf.1(A) 

Tipe 3 Menambah baris ke-i dengan 
A. kali baris ke-j , ditulis H 

lJ 
lf.>(A) 

Analog untuk perubahan kolom-kolom 
pada matriks A disebut operasi kolom 
elementer yang masing-masing tipe 
dapat ditulis sebagai K.(A), K Cf.>(A) 

lJ l 

dan K. lA.l(A). 
lJ 

Rank matriksA, ditulis rank (A), adalah 
banyak maksimum baris/kolom taknol 
dalam bentuk echelon baris/kolom A. 
Rank (A) dapat diketahui dari matriks 
baru yang diperoleh dengan menerap­
kan operasi baris/kolom elementer 
beberapa kali sampai diperoleh baris 
dan kolom yang tidak dapat dinolkan·­
lagi. 

Definisi b.l 
Diberikan matriks A berukuran 
mxn. 
Matriks A dikatakan mempunyai 
rank kolom penuh jika rank A = n 
dan mempunyai rank baris penuh 
jika rank A = m. 

Jika AT = A , dengan AT menyatakan 
transpose matriks A , maka matriks A 
dikatakan simetri. 
Bilangan real A. yang memenuhi Ax = 
A.x, dengan x ;t 0, disebut nilai eigen 
dari A dan x;tO disebut vektor eigen 
yang bersesuaian dengan A.. 

Definisi b.2 
Diberikan A matriks atas bilangan 
real berukuran mxn . 
Bilangan real positif s dikatakan 

nilai singular matriks A jika ada 
vektor taknol u eRm dan u _E R" 
sedemikian sehingga 
Au= cr u dan ATu = cr v. 

Dari pengertian nilai eigen dan nilai 
singular matriks A, dapat dinyatakan 
hubungan bahwa jika A.2 nilai eigen 
matriks AA T maka A. merupakan nilai 
singular matriks A. 
Suatu matriks Q dikatakan orthogonal 
jika QTQ = I atau QT = Q-1. 

Teorema b.3 (Teorema Dekompo­
sisi Nilai Singular matriks A) 

Misal A matriks atas bilangan real 
berukuran mxn dengan rank r. 
Maka terdapat matriks orthogonal 
U mxm dan V mxm sedemikian 
sehinggaA = usvr dengan S adalah 
matriks mxn dengan bentuk 
S = diag (L, 0) = diag (cr1, cr2, . .• , cr,, 

0, ... , 0) 
dengan crt' cr2 , ... , cr, adalah nilai­
nilai singular dari A. 

Bukti: 
Dapat ditunjukkan dengan mudah 
bahwa ATA dan AA T adalah matriks 
simetri dan matriks semidefinit positif. 
Oleh karena itu nilai eigen taknolnya 
adalah positif dan sama serta akar 
positif dari nilai eigen didefinisikan 
sebagai nilai singular matriks A. 
Vektor eigen dari ATA dapat dipilih 
pada pembentukan basis orthonormal 
untuk R". Diberikan 
v : [ U I U 2 U g • • . U T U T+ l • • • U n ] 

matriks nxn yang kolomnya adalah 
vektor-vektor orthonormal. 
Karena rank A adalah r, maka dapat 
diasumsikan r kolom pertama dari V 
adalah vektor eigen yang bersesuaian 
dengan nilai eigen dari A TA; yaitu AT 
Aui = cri 2 vi , untuk i = 1, 2, .... , r ( r 
vektor ini adalah vektor-vektor singu­
lar kanan dari A). 
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Sisanya, n-r kolom dalam V adalah 
vektor-vektor eigen dari ATA berkores­
pondensi dengan nilai eigen nolnya. 
Karena kolo:r'n dari V orthonormal, 
maka V matriks yang orthogonal. 

Dari sini terbentuk matriks V dengan 
elemen-elemen yang terdefinisi. 
Didefinisikan-U sebagai berikut : untuk 
i = 1, 2, ... , r, dibentuk u; = (1 Ia; )Av;. 
Selanjutnya, tinjau dua vektor u; dan 
ui dalam pembentukan ini. 

< u; , ui > = (1 I cr; ) (1 I cri ) <Av; , Avi > = (1 I cr; ) (1 I cri ) < vi' AHA vi > 

= (1 Ia;) (1 lcri) < v;, cri 2 vi>= (cri lcr;) <vi, v1 > 

= ( cr/ cr) oij 

Oleh karena itu, himpunan { u
1
, u2' ... , 

u,} adalah orthonormal. 
Sebanyak r vektor orthonormal 
ini membentuk r kolom pertama 
dari U. 

Selanjutnya, ur A V = CP'A [VI ... v v r 

= CJl' [Av
1 

... Av r 

r+l 

= ur [ cr
1 

u
1 
... 0 u r r 

= [ 0 1 CJl' U 1 ... cr, f!' u, 

C. Pseudo-Inverse dari Matri ks 
. (lnvers Semu suatu Matriks) 

Sebelum mendefinisikan invers 
semu suatu matriks, diberikan sifat 
sebagai berikut. 

Teoremac.l 
Untuk setiap matriks A bert:1kuran 
mxn, terdapat tunggal matriks A+ 
berukuran nxm yang memenuhi 

Dari sifat (2), 

AA# = (AA+A)A# = (AA+)(AA#) 

Sisanya, m-r kolom dari U adalah 
vektor-vektor orthonormal yang mem­
bentuk suatu basis untuk null (AA 1), 
yaitu ruang eigen dari AA T bersesuaian 
dengan 'A = 0. 

vn] 

Av r+l Av.) 

0 0] 

0 0] 

0] =S 

keempat sifat sebagai berikut: 
(1). A+AA+ =A+ 
(2). AA+A =A 
(3). (A+ A) T =A +A 
(4). (AA+)T=AA+ 

Bukti: 
Akan dibuktikan sifat ketunggalan. 
Misal A# adalah sebarang matriks yang 
memenuhi sifat (1) sampai (4). 

Dari persamaan ini, dan karena matriks-matriks AA+ dan AA# simetri, menurut 
sifat (4) 

AN= (AA#)T = ((AA+)(AA#)JT = (AA#)T(AA+)T =AA# AA+ = (AA#A)N =AA+ 

Dengan car a yang sama, A #A =A +A. 
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Dengan mengalikan AA' = AA + dari 
kanan denganA' dan menurut sifat (1) 
maka di peroleh 

A' AA' =A' AA• atau A'= A' AA•. 
Selanjutnya, dengan mengalikanA'A = 
A+ A dari kanan dengan A+ diperoleh 

A' AA• =A· AA• =A•. 
Hal ini membuktikan, A' =A •. 
Selanjutnya, dibuktikan eksistensi 
matriks invers semu dari A. 
Menurut teorema dekomposisi nilai sin-

Sifat -sifat : 
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gular, untuk setiap matriks A mxn 
terdapat matriks-matriks orhogonal U, 
V dan matriks S sedemikian sehl.ngga 
A = USV' dengan 

s = [~ ~] 
Akibatnya,A+ = (USV')+ = VS•U'. 
Dibuktikan, VS•U' memenuhi sifat (1) 
sampai (4). 

(lJ A·AA· = vs·urAvs·ur = vs·urusvrvs·ur 

= vs·ss·ur = vs·ur =A· 

(2J AA·A = Avs•urA = usvrvs·urusvr 

= USS•SV' = USV' =A ; dengan mengingat sifat SS•. 

(3) Dengan menggunakan (S•S)T = S•S dan A+A = VS• lF USV' = VS• SV', 

(A•A)T = (VS•U'USV')T = (VS•SV')T 

= vrs·syrvr = vs·svr = A+A 

(4) Dengan menggunakan (SS•)T = SS• dan AA• = USS•ur 

(AA•)T = (USV'VS•U')T = (USS7lJF)T 

= urss·yrur = uss· ur = AA • 

Matriks A • ini disebut p-invers dari A, 
yang merupakan singkatan dari 
pseudo-inverse dan diartikan sebagai 
invers semu dari A. 

D. Sifat-sifat Invers Semu dan 
Contoh Menentukan Invers 
Semu. 

Bukti: 

Lemmad.l. 
Diberikan C matriks atas bilangan real. 
(i). Jika C matriks dengan rank 

baris penuh maka crrccry-J 
adalah invers semu dari C. 

(ii). Jika C matriks dengan rank 
kolom penuh maka (CTC)" 1C T 
adalah invers·semu dari C. 

(i). X= CT(CCT)-1 adalah invers semu dari C, sebab : 

cxc = c CT(CCT)·1 c = c 
xcx = crrccr)"1CCT(CCT)-1 = CT(CCT)-1 =X 

(XC)T = (CT(CCT)-1C)~ = cr ((CCT)-1)TC = CT(( CCT)T)-1C = CT(CC1)-1 c =XC 

(CX)T = ( CCT(CCT)·l)T = ((CCT)-1)TCCT = ((CCT)T)·1CCT = (CCT)-1CCT 

= ccrrccry-I = ex 
Dengan demikianX adalah invers semu dari C atau CT(CCT)-1 = C•. 
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(ii). X= (CTC)"1CT adalah invers semu dari C, sebab ·: 

cxc = C(CTC)"1CT c = c 
xcx = ((CTCfiCTC(CTCf1CT = (CTC)"1CT =X 

(XCJT = (CTCf1CTC)T 

= CT((CTCfiCTJT 

= CTC((CTCfi)T 

= CTC((CTC)T)"1 

= CTC(CTCfi 

= (CTCf 1CTC 

= XC 
(CX)T = (C(CTCJ 1CT)T 

= ((CTCfiCT )T cr 
= C((CT C)"1)TCT 

= C((CT C)TJ1CT 

= C(CTCJICT 

= ex 
Dengan demikian X adalah invers semu dari C atau (CICJ 1CT = C+. 

Contoh: 

Diberikan matriksA = [~ : ~] 

Dari langkah tersebut, terlihat bahwa 
banyaknya baris/k.olom yang taknol 
pada matriks terakhir yang didapat 
adalah 2 dan sesuai dengan banyaknya 
baris matriks A. Dalam hal ini, A 

Matriks in:i berukuran 2x3. 
Dengan menggunakan serangkaian 
o-perasi haris atau kolom elementer, 
dapat ditentukan rank A. 

dikatakan mempunyai rank baris 
penuh. Oleh karena itu invers semu 
dariA atauA' dapat ditentukan dengan 
rumus A• = AT(AAT)-1• Dan prosesnya 
sebagai berikut : 
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(AAT)·l = 1 [ 6 
50.6 -16.16 -16 

Untuk matriks persegi A dan B 
yang taksingular selalu berlaku 
(AB)'1 = B·1 A 1 • 

Namun demikian, untukmatriksA dan 

-16] 1 [ 3 -8] 
50 = ,22 -8 25 

B yang bukan persegi, sifat 
(AB)+ =B+N 

tidak berlaku secara umum, seperti 
contoh berikut ; · 

Hal tersebut dapat ditunjukkan dalam teorema berikut. 

Teorema d.2. 
Jika A matriks dengan rank kolom penuh dan B matriks dengan rank baris penuh, 
maka berlaku · 

(AB)+ = BT(BBT )'1(ATA)'1 (ATAJ 1AT = B+A+ 

Bukti: 
Diberikan X= BT(BBT)'1(ATA)'1AT = B+N. 

Akan dibuktikan X = (AB)+. 

ABXAB = ABBT(BBT )'1(ATA)' 1ATAB =AB 

XABX = BT(BBTJl (AT AJlAT ABBT(BBTJ·l(AT AJ·l AT 

= BT(BBT)'1(ATAJ 1AT =X 

XAB = BT(BBT)'1(AT A)'1 AT AB = BT(BBT)'1 B simetri, karena 

BT(BBTJlB = BT(BT)'1B·1BT =I simetri 

ABX = ABBT(BBT)'1(AT A)·lAT = A(AT A)'1AT. 

E. Penutup 
Dari uraian di atas dapat disimpul­

kan bahwa tidak hanya matriki? persegi 
yang taksingular yang mempunyai 
invers tetapi matriks tidak persegi 
(khususnya matriks dengan rank kolom 
atau baris penuh) juga mempunyai 

invers yaitu yang disebut invers setnu. 
Jika C matriks dengan rank baris 
penuh maka CT(CCT)·1 adalah invers 
sem u dari C dan 
jika C matriks dengan rank kolom 
penuh maka (CTC)· 1CT adalah invers 
semu dari C. 
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